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Matematica para o Século XXI
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Prefacio

No Volume 0, fizemos perguntas.

O que ¢ um niimero? O que ¢ uma prova? O que € o infinito? O que a matematica pode e ndo pode dizer
sobre si mesma?

Essas perguntas ndo tém respostas simples — e esse foi o ponto. A matematica comeca na inquietagdo, na
recusa em aceitar o 6bvio como evidente, na disposi¢ao de seguir um argumento até onde ele leva mesmo
que o destino seja perturbador.

Mas a matematica ndo vive apenas de perguntas filosoficas. Ela também constréi. Ela fabrica
instrumentos — conceitos, estruturas, algoritmos — que permitem medir, modelar, prever e decidir. E ¢
exatamente isso que este volume faz.

O Volume I ¢ a caixa de ferramentas da colecdo inteira.

O que é uma ferramenta matematica

Uma ferramenta manual serve a um proposito especifico. Um martelo prega pregos. Uma chave de fenda
aperta parafusos. O carpinteiro experiente sabe qual ferramenta usar em cada situagdo — e sabe também, o
que ¢ mais importante, quando a ferramenta errada vai estragar o trabalho.

Uma ferramenta matematica ¢ diferente em um aspecto fundamental: ela serve a multiplos propositos
simultaneamente, em dominios que parecem nao ter nada a ver uns com 0s outros.

A derivada foi inventada por Newton para descrever o movimento dos planetas. Hoje ela aparece em
modelos de propagagdo de epidemias, na otimizagdo de redes neurais, na precificacdo de opgdes financeiras
e na analise de circuitos elétricos. O conceito ¢ 0 mesmo — a taxa de variagdo instantanea de uma fungdo —
mas as aplicagdes se espalham por toda a ciéncia e tecnologia modernas.

A matriz foi desenvolvida para resolver sistemas de equacdes lineares. Hoje ela ¢ a estrutura fundamental
da computagdo grafica, da tomografia computadorizada, da compressao de imagens, do aprendizado de
maquina e da mecanica quantica. Uma matriz ndo ¢ apenas um arranjo retangular de nimeros — ¢ uma
transformagdo, uma rota¢ao, uma proje¢ao, uma mudanca de perspectiva.

A distribui¢do de probabilidade foi criada para analisar jogos de azar. Hoje ela modela desde a
distribuicao de alturas numa populagao até o comportamento de particulas subatomicas, desde a flutuagao de
precos em mercados financeiros até a incerteza nas previsoes climaticas.

As ferramentas que este volume apresenta t€ém essa caracteristica: sdo conceitos que aparecem em todo
lugar, que se conectam entre si de formas inesperadas, ¢ que formam uma linguagem comum para todas as
ciéncias quantitativas.

A primeira ferramenta: dizer o que os dados dizem

Vivemos na era dos dados. Nunca na histéria humana foram coletados tantos nimeros sobre tantos
fendmenos — clima, satide, comportamento, economia, fisica, biologia. E nunca foi tdo importante saber o
que fazer com eles.

A estatistica ¢ a matematica dos dados. Mas a estatistica ndo ¢ apenas um conjunto de formulas para
calcular médias e desvios padrio. E uma epistemologia — uma teoria do conhecimento — que responde &
pergunta: o que os dados nos autorizam a afirmar?

Esta distincdo ¢ crucial e frequentemente ignorada. Os dados nunca falam por si mesmos. Eles precisam
ser interpretados dentro de um modelo, com hipdteses explicitas sobre como foram coletados, qual
populacdo representam, e quais fontes de variagao estdo presentes. Ignorar essas hipoteses ndo produz
conclusdes objetivas — produz conclusdes erradas com uma aparéncia de rigor.

Este volume apresenta a estatistica com essa consciéncia. Vocé aprenderd a calcular as medidas de
tendéncia central e dispersdo, mas aprendera também quando cada medida ¢ adequada e quando ela engana.
Aprendera testes de hipdteses, mas também aprenderd o que um valor p realmente significa — e o que ele
definitivamente ndo significa, apesar do que a maioria dos textos sugere.

A segunda ferramenta: raciocinar sobre incerteza

A probabilidade ¢ a matematica da incerteza. E a incerteza esta em todo lugar — ndo como falha do
conhecimento humano, mas como caracteristica estrutural do mundo.
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Ha incerteza no resultado de um experimento fisico porque os instrumentos de medi¢ao tém precisao
finita. Ha incerteza numa previsdo epidemioldgica porque os modelos sdo simplificagdes da realidade. H&
incerteza numa decisdo médica porque os dados de ensaios clinicos representam populagdes, ndo individuos.
Ha incerteza numa previsao meteorologica porque os sistemas atmosféricos sdo sensiveis as condigdes
iniciais de formas que tornam a previsao de longo prazo matematicamente impossivel.

A probabilidade nio elimina essa incerteza. Ela a quantifica, a estrutura e a torna gerenciavel.

Mas este volume vai além da probabilidade cléssica. Apresenta o teorema de Bayes ndo apenas como
uma formula para calcular probabilidades condicionais, mas como uma estrutura epistemoldgica completa
— uma forma de atualizar crencas a medida que novas evidéncias chegam. A interpretacao bayesiana da
probabilidade ¢ hoje central na ciéncia de dados, na inteligéncia artificial e na metodologia cientifica
moderna.

E apresenta o do-calculus de Judea Pearl — uma das contribuigdes mais importantes a estatistica das
ultimas décadas — que formaliza a distingao entre correlagdo e causalidade. Ver que A e B ocorrem juntos
nao ¢ o mesmo que saber que A causa B. Essa distingao parece dbvia quando enunciada, mas na pratica ¢
violada constantemente — em artigos cientificos, em politicas publicas, em decisdes de negdcios. Pearl
desenvolveu uma linguagem matematica precisa para fazer essa distingdo rigorosamente, e este volume
apresenta os seus fundamentos.

A terceira ferramenta: descrever a mudanca

Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz inventaram o calculo no século XVII para resolver um
problema concreto: descrever o movimento. Como calcular a velocidade instantanea de um objeto? Como
encontrar o ponto mais alto de uma trajetoria? Como calcular a area sob uma curva?

As respostas a essas perguntas — a derivada e a integral — tornaram-se as ferramentas mais poderosas da
fisica matematica. Com elas, Newton descreveu a orbita dos planetas, a queda dos corpos, o comportamento
das marés. Com elas, a fisica classica foi construida sobre fundamentos que pareciam definitivos.

Mas o calculo do século XXI ndo ¢ apenas o calculo de Newton.

As equacdes diferenciais — que descrevem como sistemas evoluem no tempo — aparecem em todo
modelo dindmico: populagdes que crescem e diminuem, epidemias que se propagam € se extinguem,
circuitos elétricos que oscilam, mercados que flutuam. O método de Euler para resolver equagdes
diferenciais numericamente conecta o calculo analitico a computagdo moderna.

O gradient descent — a ideia de seguir a dire¢ao de maior declive numa paisagem para encontrar o
minimo — é o algoritmo que treina praticamente todas as redes neurais que existem hoje. E calculo
multivariado aplicado a espacos com milhdes de dimensdes. Este volume apresenta o gradiente como
conceito geométrico antes de apresentd-lo como algoritmo — porque entender o que ele faz
geometricamente € o que permite entender por que ele funciona, quando ele falha e como melhora-lo.

A quarta ferramenta: transformar o espaco

A élgebra linear ¢ a matematica das transformacdes lineares — das operagdes que preservam adicao e
escala. Ela estuda vetores, matrizes, sistemas de equacdes e as estruturas geométricas que emergem desses
objetos.

Dito assim, parece abstrato. Mas considere o que uma matriz realmente faz: ela transforma um espaco.
Ela rotaciona, espelha, comprime, expande, projeta. Uma imagem fotografica ¢ uma matriz de pixels — e
todas as operacdes de compressdo, filtragem e reconhecimento de padrdes sdo operacdes matriciais. Um
sistema de equagdes lineares ¢ uma interse¢ao de hiperplanos num espago de alta dimensdo — e resolver o
sistema € encontrar o ponto de interse¢ao.

Os eigenvectors e eigenvalues de uma matriz revelam as suas dire¢des essenciais — as dire¢des que a
transformagao ndo rotaciona, apenas escala. Eles aparecem na analise de vibragdes estruturais, na
decomposicao espectral de grafos, no algoritmo PageRank que o Google usou para ordenar paginas da web,
e na analise de componentes principais que reduz a dimensionalidade de dados complexos.

A decomposi¢do em valores singulares — o teorema fundamental da algebra linear aplicada — permite
comprimir imagens, reduzir ruido em sinais, e encontrar a estrutura essencial de conjuntos de dados de alta
dimensao. E a ferramenta por tras de sistemas de recomendacio, de processamento de linguagem natural e
de muito do que hoje chamamos de inteligéncia artificial.

A quinta ferramenta: simular o aleatorio
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O mundo real raramente tem solucdes analiticas exatas. Os sistemas complexos que encontraremos nos
volumes seguintes — epidemias, mercados, ecossistemas, redes neurais — sdo dificeis ou impossiveis de
resolver com lapis e papel.

A simulagdo ¢ a alternativa. E a simulagdo moderna ¢ fundamentalmente probabilistica.

As cadeias de Markov modelam sistemas que evoluem aleatoriamente mas com uma estrutura de
dependéncia precisa: o estado futuro depende apenas do estado presente, nao da historia passada. Essa
propriedade, que parece uma simplifica¢do brutal, captura o comportamento de uma variedade
surpreendente de sistemas reais — desde o movimento de moléculas num gas até o comportamento de
usuarios numa plataforma digital.

A simulacdo de Monte Carlo usa amostragem aleatoria para resolver problemas deterministicos. Para
calcular a area de uma figura irregular, basta jogar pontos aleatorios sobre ela e contar os que caem dentro.
Para estimar o valor de m, basta jogar dardos aleatoriamente num quadrado e contar os que caem dentro do
circulo inscrito. A ideia € ridiculamente simples — e funciona de forma surpreendentemente poderosa para
problemas que resistem a qualquer abordagem analitica.

O passeio aleatorio — onde cada passo ¢ dado numa dire¢do determinada por acaso — ¢ um dos modelos
mais versateis da matematica aplicada. Ele descreve o movimento de particulas em suspensao, a flutuagao
de precos de ativos financeiros, a propagacao de informagao em redes sociais € o comportamento de
algoritmos de busca em grafos.

A sexta ferramenta: analisar o tempo

Os dados do mundo real raramente sdo estaticos. Temperatura, prego, consumo de energia, batimentos
cardiacos — tudo varia ao longo do tempo, e entender essa variagdo temporal € tanto ou mais importante
quanto entender o seu valor médio.

A andlise de séries temporais ¢ a matematica dessa variacdo. Ela decompde uma série temporal nas suas
componentes — tendéncia, sazonalidade, ciclos, ruido — e constréi modelos que permitem prever valores
futuros a partir do comportamento passado.

Os modelos ARIMA — autorregressivos integrados de médias moveis — sdao o padrdo da industria para
previsao de séries temporais. Eles combinam a ideia de que o valor presente de uma série depende dos seus
valores passados com a ideia de que os erros de previsao passados também contém informacgao relevante.
Simples na sua formulagao, poderosos na sua aplicacao.

A linguagem comum

O que unifica todas essas ferramentas néo ¢ apenas o fato de serem tteis. E o fato de se conectarem.

A estatistica e a probabilidade sdo inseparaveis — toda inferéncia estatistica ¢ um argumento
probabilistico. O calculo e a algebra linear convergem no gradiente — que € um vetor de derivadas parciais,
um objeto que vive simultaneamente nos dois mundos. A simulacdo usa probabilidade para explorar espacos
de alta dimensao que o calculo analitico nao consegue navegar. A analise de séries temporais usa todos os
outros — diferenciacdo para tornar séries estaciondrias, dlgebra linear para resolver sistemas de equacdes,
probabilidade para modelar o ruido.

Nos volumes seguintes, vocé vera essas conexdes tornarem-se cada vez mais explicitas. No Volume II, o
gradient descent do calculo encontra a programacao linear da otimizagdo. No Volume III, a 4lgebra linear
das matrizes de adjacéncia encontra a teoria dos grafos das redes. No Volume V, as equagdes diferenciais do
calculo encontram os sistemas dinamicos e o caos. No Volume VI, tudo converge nas redes neurais — que
sdo, em esséncia, composi¢des de transformagdes lineares com nao-linearidades, otimizadas por gradiente
descendente sobre distribui¢des de probabilidade.

As ferramentas deste volume ndo sdo apenas Uteis. Sdo a gramatica de uma linguagem que a ciéncia
moderna fala fluentemente — e que este volume ensina a ler, escrever e pensar.

Como usar este volume

Cada capitulo foi escrito para ser autossuficiente, mas a sequéncia tem uma légica: probabilidade antes de
estatistica, porque a estatistica ¢ probabilidade aplicada a dados; célculo antes de algebra linear, porque os
eigenvalues sao mais naturais depois de entender derivadas; tudo antes de simulagdo, porque a simulagado
usa todos os conceitos anteriores.

Os exercicios sdo de dois tipos: analiticos, que pedem demonstragdes e calculos a mao; e computacionais,
que pedem implementacdes em Python. Ambos sdo necessarios. O exercicio analitico revela por que a
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ferramenta funciona. O exercicio computacional revela como ela se comporta em problemas reais, com
dados reais, nas escalas em que ela ¢ de fato usada.

Se vocé vem do Volume 0, encontrard aqui os nimeros que o Volume 0 problematizou sendo usados para
construir. A tensdo entre fundamento e aplicagdo que percorre toda a colecdo comega a se resolver aqui —
ndo porque as perguntas filos6ficas deixem de importar, mas porque as ferramentas que construimos sobre
elas comecam a fazer coisas extraordinarias no mundo.

Se vocé esta comegando aqui, sem ter lido o Volume 0, ndo hé problema. Este volume ndo pressupode os
seus resultados — apenas a disposi¢ao de trabalhar com rigor e a curiosidade de perguntar ndo apenas como
calcular, mas por que o célculo funciona.

Uma ultima palavra antes de comecar

O fisico Richard Feynman disse certa vez que a matematica ndo ¢ apenas um conjunto de ferramentas
para a fisica — ela ¢ uma linguagem na qual a fisica esté escrita, € quem nao fala essa linguagem nao
consegue realmente ler o que a natureza diz.

O mesmo vale para a biologia computacional, a economia moderna, a ciéncia de dados, a engenharia de
sistemas e a inteligéncia artificial. Nao porque os praticantes dessas disciplinas precisem ser matematicos
profissionais, mas porque as ideias fundamentais que estruturam o seu trabalho — incerteza, otimizagao,
transformagao, dindmica — sdo ideias matematicas. E entendé-las profundamente, e ndo apenas
operacionalmente, ¢ a diferenca entre aplicar receitas e compreender o que se estd fazendo.

Este volume nao vai transforma-lo num matematico. Mas vai dar-lhe as ferramentas para pensar
matematicamente sobre o mundo — e, nos volumes que seguem, para ver como esse pensamento ilumina
alguns dos fendmenos mais complexos e fascinantes da natureza, da sociedade e da tecnologia.

As ferramentas estdo aqui. O resto € construgao.

Vamos comecgar.
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1. Programag@o como Instrumento Matematico Moderno
2. Estatistica: Desvendando Padrdes e Insights
Estatistica Descritiva
Estatistica Inferencial
Variaveis e Métricas em Estatistica
Variaveis Aleatorias
Medidas de Tendéncia Central
Me¢édia (Mean)
Moda (Mode)
Mediana (Median)
Desvio padrao (o)
Variancia (¢?)
M¢édia Harmonica (HM)
Média Geométrica (GM)
Erro padrao (Standard Error)
Desvio-padrao vs. Erro-padrao
Correlacao e Covariancia
Covariancia
Correlagao
O Coeficiente de Spearman — quando Pearson nao ¢ suficiente
Correlacao Nao Implica Causalidade
Exercicios
3. Testes Estatisticos: Como os Dados Defendem seu Argumento
Teste de Hipotese Estatistica
O p-value
Valor Critico, Significancia e Confianga
Erros Tipo I, Tipo II e Poder do Teste
Estatisticas de Teste
Estatistica z
Teste t de Student
Exercicios
4. Distribui¢oes de Probabilidade: Moldando a Incerteza
Familias de Distribuicdes
Fungoes de Probabilidade
PDF — (Fung¢ao Densidade de Probabilidade)
PMF - Fungdo Massa de Probabilidade
CDF —Funcao de Distribui¢ao Acumulada

Distribui¢ao Normal ou Gaussiana
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Assimetria (Skewness) e Curtose (Kurtosis)
Momentos
Testes de Normalidade
Distribui¢des de Probabilidade Continuas
Distribui¢des z e ¢ de Student
Distribui¢ao Uniforme
Distribui¢ao Exponencial
Distribui¢des de Probabilidade Discretas
Distribui¢ao Uniforme
Distribui¢ao de Bernoulli
Distribui¢ao Binomial
Distribui¢dao de Poisson
Conexao entre Poisson e Exponencial
Teorema Central do Limite (CLT) e A Lei Dos Grandes Numeros (LLN)
Exercicios
5. Teoria da Probabilidade: A Logica do Acaso
Espago amostral e eventos
Espago amostral discreto e finito
Independéncia
Teoremas da Probabilidade
Teorema do Complemento
Teorema da Adi¢ao
Teorema da Multiplicagao
Probabilidade Condicional
Interpretacdo Frequentista versus Bayesiana
Teorema de Bayes
Expectativa
Pearl’s do-calculus — O que Realmente Causa O qué
Paradoxo de Simpson
Exercicios
6. Combinatoria: A Arte dos Arranjos
Combinagdes (A Ordem Nao Importa)
O Teorema Binomial
Permutagdes (ordem importa)
Exercicios
7. Modelos Lineares — Previsdo com Simplicidade
Regressao Linear (um tipo de Modelo Linear)

Exemplos de Regressdo Linear Multipla
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Avaliagdo de um Modelo de Regressao Linear
8. Modelos Nao Lineares: Além da Linha Reta
Modelos de Poténcia
Modelos Exponenciais
Modelos Logaritmicos
Juros, Investimentos ¢ Dividas
Visualizagdo de Modelos de Crescimento
Modelos de Crescimento Logistico
Exercicios
9. Séries Temporais
Séries Temporais Estacionarias
Decomposi¢do de Séries Temporais
Modelos Autoregressivos (AR)
Funcdes de Autocorrelacao (ACF) e Autocorrelacao Parcial (PACF)
Funcao de Autocorrelagao (ACF)
Func¢ado de Autocorrelagao Parcial (PACF)
ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average)
10. Calculo: A Matematica da Mudanca
Funcao
Fung¢do composta
Limites
O paradoxo de Zeno: Aquiles e a Tartaruga
A Derivada
Newton ¢ a macga
Calculando a Derivada
Calculando a derivada pela defini¢ao
A derivada como taxa de variacao
Notacoes Para Derivada
A Regra Da Poténcia
A Regra da Cadeia
Maximos, minimos ¢ derivadas
Maximos e Minimos Globais
Derivadas Parciais e Gradiente
O Gradiente
Solucdes Analiticas versus Numeéricas
Gradient Descent
Saddle Point (Ponto de Sela)

Pontos criticos e o papel da derivada
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A Integral
Ideias Fundamentais sobre Integrais
Aproximando a Area com Retangulos
A Definic¢ao de Integral
A Integral como a Operacao Inversa da Derivada
O Teorema Fundamental do Célculo
Crescimento e Decrescimento
Equagdes Diferenciais
A Equagdo Diferencial Logistica
Meétodo de Euler
Limitag¢des do Método de Euler
Quando Usar Métodos Analiticos ou Numéricos
Exercicios
11. Algebra Linear
Introducio a Algebra Linear
Tipos de Matrizes
Notagdo
Notacao de Vetor Coluna
Notacao de Vetor Linha
Matriz Quadrada
Matriz Diagonal
Matriz Identidade
Matriz Transposta
Matriz Simétrica
Determinantes
Matriz Inversa
Matrizes Ortonormal e Ortogonal
Operagdes Matriciais
Adigdo e Subtragdao de Matrizes
Produto Escalar (Dot Product)
Multiplica¢do de Matrizes
Nao Comutatividade
Transposta de um Produto
A Matriz de Covariancia
Matriz de Covariancia vs. Matriz de Correlagao (7)
Autovetores e Autovalores (Eigenvectors e Eigenvalues)
Interpretacdo Matematica

Sistemas de Equacdes Lineares
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Tensores
Tipos de Tensores
Resolvendo a mao!
Exercicios Resolvidos de Algebra Linear
12. Transformagdes de Dados — Remodelando Informagdes
Transformagoes Afins
Combinagoes Lineares
Usando Matrizes para Transformar Dados
Exemplo de Transformacdo Afim
Transformagdes com Matrizes
Transformagdes afins em dados
Transformagdes nao lineares em dados
Matriz de Escalonamento (scale matrix)
Matriz de Rotagao
Matriz de Cisalhamento (Shear)
A Conexao Conceitual
Transformacao de Escalas
Algebra Linear em Python
Arrays
DataFrame
Series
Operagdes com Matrizes
Matriz Inversa
Poténcia em Matrizes
Resolvendo Equagdes Matriciais
Multiplicagao Matriz—Vetor
13. Questoes e Resolugdes
Questoes
Resolugoes
Epilogo
Bibliografia
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